Dynaamisia matematiikan tyovalineita

HANNU KORHONEN . Lehtori emeritus, Crimatiila

Tietotekniikka on muuttanut ka-
sitystAmme matematiikasta ja
mahdollisuuksiamme matema-
tilkan tekemiseen viimeisten vii-
denkymmenen, koulussa ehkéa
viimeisten kahdenkymmenen
vuoden aikana. Uusinta uutta
ovat dynaamiset mallit, ochjelmat,
joihin maariteltyja olioita voidaan
muuttaa jatkuvasti maariteltyjen
ominaisuuksien - sivuamisen,
kohtisuoruuden tms. — séilyessa,
jos piirros on tehty oikein.

Aluksi dynaamisuuden kohtee-
na olivat vain geometrian kuviot
eli synteettinen geometria. Viime
aikoina olioiden dynaaminen hal-
linta on laajentunut myos algeb-
raan. Kouluopetuksen kannalta
tilli on suuri merkitys, silli ana-
lyyttistii geometriaa sisiltyy kou-
lukursseihin paljon myds funktio-
opin nimellii. Voidaan siis muuttaa
funktion kuvaajaa ja nihd#, miten
yhtiilé muuttuu, tai piinvastoin.

Dynaamisista matematiikkaoh-
jelmista on myds opetusviilineiksi.
Sitii todistaa niillid laadittu runsas
kirjo matematiikan ja fysiikan de-
monstraatioita atomimallista aal-
toliikkeeseen ja mekaanisiin ko-
neisiin. Sideoptiikka niivttii myos
olevaan erityisen suosittua ranska-
laisilla dynaamisen geometrian si-
vuilla.

CGabri Il Plus ja Geometer’s
Sketchpad

Cabri www.cabri.com/v2/pages/en/index.php ja
Geometer s Sketchpad

www.tynamicgeometry.com ovat jo pitkiin
markkinoilla olleita dynaamisen
geometrian tyovilineitid. Edelli-
nen on eurooppalainen, alun pe-
rin Grenoblen yliopistossa kehite-
tyisti ideoista jalostettu kaupallinen

innovaatio. Jilkimmiinen on ame-
rikkalainen Key Curriculum Press
~kustannusyhtion ohjelmankehi-
tysosaston tuotantoa. Kumpaakin
kiytetiitin laajasti myds kansain-
viilisesti.

Sketchpadin saa kaupallisesti
englanniksi ja espanjaksi, mutta
tiettiivisti se on kiifinnetty myds
ainakin venijiksi. Cabria ei tar-
vitse kiifintifi samalla tavalla, vaan
siiti kiifinnetiin vain erillinen sa-
nastotiedosto. Tuottaja tarjoaa siti
parillakymmenelld kielelli, mutta
kolmansilta osapuolilta on saata-
vissa muitakin sanastotiedostoja,
myds suomeksi ja ruotsiksi.

Timi helpottaa Cabrille muil-
la kielilli tehtyjen tydtiedostojen
kiyttdonottoa. Ne toimivat min-
kikielisessii versiossa tahansa ja
tekstit voidaan kiifintifi samalla
tavalla kuin tydtiedostoa muuten-
kin muokataan. Kummallekin on
verkossa tarjolla erittiin runsaasti
kaikille kouluasteille tarkoitettua
oppimateriaalia.

Perusperiaatteiltaan ohjelmat
ovat hyvin samankaltaiset ja niis-
si on lihes tismiilleen samat toi-
minnot. Dynaamisten ohjelmien
tirkein ominaisuus on piirrosten
midritteleminen muunneltavina
objekteina. Kuvan jotain osaa, pis-
tettii, suoraa jne, voidaan siirtii.
Osien keskindiset suhteet siilyviit,
jos piirtos on tehty geometrisesti
oikein (Kuva 1). Samalla muuttuu
dynaamisesti my®s mahdollinen
kiyrin yvhtild, Myods numeerinen
ohjaus on mahdollista.

Sketchpadin viirit ja varjostuk-
set ovat monipuolisemmat kuin
Cabrin, joten kuvista on mahdol-
lista saada niyttivimpid (Kuva 2).
Sketchpad on silliikin tavalla mo-
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Kuva 1

Viisikalmion kahden sivun summa

on yhid suurt kuin kolmas sivu.
Ominaisuus séilyy, vatkka kuvion
muotod muntetdadn stirtémdlld jotakin
kéirkipnistettd.

Kuva 2
Sketchpadilla prirretty dodekaedr.
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nipuolisempi tyoviiline, ettii sen
avulla voidaan rakentaa moni-
sivuisia dokumentteja. Kuvien
kiiyttd antaa syvyytti tyoskente-
Iylle. Se alkaakin olla mahdollista
jo kaikissa dynaamisissa matema-
titkkaympiiristdissi (Kuva 3).

limaista ja maksullista

Verkossa on useita suppeampia tai
laajempia dynaamisen matematii-
kan ohjelmia, esimerkiksi saksa-
laiset GeoNext http://geonext.uni-
bayreuth.de/ ja Cinderella http://
cinderella.de/tiki-index.php. J4l-
kimméinen on jo alun perin Java-
pohjainen. Sen ansiosta Cinderellan
tydtiedostot on aina voitu tulostaa
Java-apleteiksi, joiden kiiyttiminen
ei vaadi itse ohjelmaa. T4miA mah-
dollisuus on mydhemmin listitty eri
tavoin useimpiin muihin dynaami-
sen matematiikan ohjelmiin. Cinde-
rellan etuna on myds modulaarinen
rakenne, joka mahdollistaa monet
erityvistarkoitukseen suuntautuvat
laajennukset, esimerkiksi fraktaa-
leja, transformaatioryhmiii ja epi-
euklidista geometriaa. Molemmille
on tarjolla runsaasti valmista verk-
komateriaalia (Kuva 4).

Satz des Thales

Kuva 4 Geomextin dynaamisen
eyitiedoston alottussiu.

Dynaamisina erikoistyoviilineini
voidaan pitiii myds NonFEuclidia
fttp://cs.unm.edw ~ joelNonEuclidNonEuclidhiml ja
Autographia hitp://www autograph-maths.com/,
Edellinen on llistyttéivii hyperboli-
sen geometrian malli Poincaren kie-
kolla. Jilkimmiiinen taas on tavan-
omaiseen opetukseen suunniteltu
ohjelma, joka sisiltii kaksi- ja kol-
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Kuva 3 Nanston silta Laitilan Kodjalassa. Cabrin mielestd siltakaari on

elliptinen. (Kuva kinjoittajan.)

miulotteisen koordinaatiston seki
tilastotieteen ja todenniikdisyyslas-
kennan tyovilineitii. Edellinen on
ilmainen ja jilkimmiinen maksulli-
nen. Toinen vastaava pari ohjelmia
on OpenFuclid ja Mathprof. Dy-
naamisten ominaisuuksien merki-
tys on tunnustettu perinteistenkin
tyovilineohjelmien piirissii. Esimer-
kiksi suppeana kuvaajanpiirto-oh-
jelmana pidetty FXDraw on pessyt
kasvonsa ja sen uusimmassa versi-
ossa on paljon dynaamisia toimin-
toja.

Toisenlaista ajattelutapaa edus-
taa Microsoft Math. Rakenteel-
taan se on tyovilinepaketti: nu-
meerisia ja symbolisia laskuja las-
keva graafinen laskin, yhtilonrat-
kaisija, kaavakirjasto, kolmionrat-
kaisija, vksikénmuunnostyoviiline
ja dlytaulun eli vapaalla kidelli kir-
joittamisen tuki. Laskeminen ja ku-
vaajien piirtiminen on integroitu.
Niilli on yhteinen kiiyttoliittyimi,
joka toimii koulumatematiikasta
tuttujen ajattelutapojen varassa:
syOtteet kirjoitetaan laskimeen.

Ohjelma piirtii siististi. Piirto-
alueen ja akselijaotuksen hallitse-
minen tuntuu aluksi kompelolti,
mutta tunne johtuu siiti, etti oh-
jelmassa on mukana paljon piirti-
misti auttamaan pyrkivii automa-
tilkkaa. Akselinjaotusta ei sifidellid
suoraan, vaan se tehdiiin valitse-
malla piirtoalueen rajat (Plotting
Range). Kun valitaan viili [-8, §]
kummallekin akselille, niin jakovii-
liksi tulee yksi (Kuva 5).
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Kuva 5
Epivhedliryhmén graafinen ratkaisu
Microsaft Math:lla.



Piirtii voi myds epivhtilopare-
ja, sekii yhdisteitii etti leikkauksia.
Jilkimmiiisessi tapauksessa ohjel-
ma ei piirrd rajoja niikyviin. Piirtii-
miseen tuo ylimiiriisti kisityoti
se, ettd epiyhtilditi muutettaessa
tai konnektiivia vaihdettaessa piir-
toalueen rajat eiviit pysy asetuksis-
saan, vaan ne tiytyy asettaa taas
uudestaan. Se on tietysti kiyttijii
auttavaa automaatiota silloin, kun
kirjoitetaan kokonaan uudet eh-
dot, jotka vaativat uuden alueen,
mutta on turhan kiusallista silloin,
kun tutkitaan samaa aihetta sa-
malla alueella pienin muutoksin.

Tyoviline auttaa tietysti tavan-
omaisissa rutiinipiirroksissa, mutta
niissi kyse on vain tydn miiiristi.
Laadullisesta muutoksesta on kyse,
kun halutaan piirtsifi kahden muut-
tujan funktioiden kolmiulotteisia
kuvia tai napakoordinaatteina esi-
tetyn lausekkeen kuvaajia. Piirrok-
sen kiertiimisessi akseleiden ympiiri
on mukana jo dynaaminen aspek-
ti, vaikka yvhtilditd muuten tiytyy
muuttaa sydttokentiissi ja sitten
piirtéii kuvaaja uudestaan. Menetel-
mien opettelua ohjelma tukee niin,
etti seki vhtilon- ettii kolmionrat-
kaisija niiyttii ratkaisun vaiheet ja
jilkimmiinen myds piirtii oikean-
muotoisen kolmion (Kuva 6).

GeoGebra

[lmaisten ohjelmien sarjassa
omaa luokkaansa on GeoGebra
fitto:/fwww.geogebraorg/cms/. Se on tiysi-
verinen dynamiikkaohjelma. Eiki
pelkkiii piirtiimisti, silld siini on
sekii analyyttisen ettii synteettisen
geometrian tyokalut. Piirrettiiessi
ohjelma niiyttéisi algebraikkunas-
sa pisteiden koordinaatit ja kiiy-
rien yhtilot, Kuviota muutettaes-
sa vhtild luonnollisesti muuttuu.
Mutta dynaaminen ohjaus toimii
myds toisinpiin: voidaan muuttaa
koordinaatteja tai yhtilditi ja ku-
vio muuttuu vastaavasti.
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Kuva 6 Kolmiosta tunnetaan kulma ja
sen viereiset sivut (sks).

Ohjelmaidea on syntynyt niin
kuin oikeastaan kaikki edelli esi-
tellyt dynaamisen geometrian oh-
jelmat vliopistoympiristossi. Alus-
sa sitii kehitettiin Itivallan opetus-
ministerion rahalla ja nyt tukijana
on Floridan Atlantic University.
Ohjelman kiiyttijlikunta on laajen-
tunut nopeasti. Sille on saatavissa
runsaasti materiaalia verkossa. Ja
miki yllAttivinti ilmaisohjelmalle,
se on kifinnetty vli kolmelle kym-
menelle kielelle, myds suomeksi.

Ohjelman kaksisuuntaisuuden
— seki algebraa ettli geometriaa
niin kun nimikin jo sanoo — lisiiksi
silli on kaksi muutakin etua. En-
sinniikin se on ilmainen. Toiseksi
sitid voidaan kiiyttii verkon yli la-
taamatta ohjelmaa omalle koneel-
le. T#mi mahdollistaa esimerkik-
si sen, etti sitii voidaan vaivatta
tarjota oppilaille kotitehtivien ja
projektitdiden vilineeksi. Tehtii-
viit voivat olla kirjassa tai jollakin
tydalustalla, esimerkiksi Moodles-
sa, ja oppilaat kirjoittavat raport-
tinsa, GeoGebran tydtiedostot,
myds sinne.
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Kuva 7 Neltkubmiolla on vakiopmin.
Sen muotoa voidaan muuttaa Pistetstd
B ju C. Ohjelma néyetdd pinta-alan.

Verkosta voi havaita, etti monet
suomalaisetkin koulut ovat kiiyeti-
neet GeoGebraa jo englanninkieli-
seni. Sen uudessa 3.0-versiossa on
paljon uusia ominaisuuksia ja toi-
mintoja, joita kaikkia ei tule ajatel-
leeksikaan ilman ohjekirjaa. Sekin
on nyt suomennettu ja luettavissa
verkossa.

3D

Dynaamisella tasogeometrian oh-
jelmalla mahdollista piirtii myos
kolmiulotteisten kappaleiden pro-
jektioita ja ratkaista avaruusge-
ometrian ongelmia, esimerkiksi
pohtia kuution leikkaamista ta-
solla (Kuva 8). Ongelma on help-
po ratkaista povtiveitselld juusto-
kuution tapauksessa, mutta ei ol-
lenkaan yhti helppo tasoon piirti-
en, varsinkin jos tasosta annetaan
pisteiti, jotka ovat kuution sivu-
tahkoilla eiki stirmilli.
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Kuva 8 Kuution leikkaaminen tasolla.

Tihiin tuovat olennaista hel-
potusta vasta ohjelmat, joissa on
valmiina kolmiulotteisen mallin-
tamisen tyoviilineet. Niiti on pit-
kiitin ollut teknisen suunnittelun
apuviilineissi, ns. CAD-ohjelmis-
sa, mutta halpoja ja helppokiiyt-
toisifi, koulukiiyttdon soveltuvia ei
ole paljon. Yksiniistid on Cabri 3D
www.cabii.com/v2/pares/en/ products_cabridd.php.
Dynaamisuudessaan se on jopa
CAD-ohjelmia kiiteviimpi kolmi-
ulotteisten kappaleiden tarkaste-
lussa. Kappaleiden mieltiminen
tapahtuu samalla tavalla kuin kol-
messa ulottuvuudessa muutenkin.

Esimerkiksi millainen kappale
on ympyriilierié, miti tarvitaan
sen mitfirittelemiseksi: vksi suora
(akseli) ja vksi piste sen ulkopuo-
lelta. Sekin lukion avaruusgeomet-
rian kurssin vaikeasti piirrettiivi
mieliharmi, jonka havainnollista-
miseen tarvitaan tavallisesti peru-
na ja omenapora — kolmen kohti-
suoran lierién leikkaus — onnistuu
ongelmitta (kuva 9) ja kiifintyilee
avaruudessa lierion akselista kiifin-
timiill4.

Cabri 3D on jo vakiintunut
ohjelma. Nykyisessii versiossa 2 on
sellaisia lisfiominaisuuksia, jotka
tukevat opetusta ja oppimista: piir-
roksen vaiheiden selaus, numeeri-
nen mittaaminen samaan tapaan
kuin dynaamisissa tasogeometri-
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Kuva 9 Kolme tvisiaan kohtisuorasti leikkaavaa leridté.

an ohjelmissa, datan siirtfiiminen
suoraan laskettavaksi, kiiyrien yh-
tildiden niiyttiiminen jne. Ohjel-
malle on tind vuonna mydnnetty
englantilainen BET T-palkinto an-
sioistaan luovana ja innovatiisena
oppimisviilineeni.

Apua opetukseen?

Dynaamisen geometrian tyoviili-
neet ovat kiitevii ja kiiyttokelpoi-
sia matematiikan havainnollista-
misen ja tutkimisen apuviilineitii.
Ne eiviit kuitenkaan ole yleisty-
neet tavanomaisessa luokkatyos-
kentelyssi muutamia innostuneita
opettajia lukuun ottamatta. Usein
niiti nimitetdin viiheksyvisti pel-
kiksi piirtimisohjelmiksi, vaikkane
tarjoaisivat pedagogisesti kunnian-
himoisia mahdollisuuksia matema-
titkanopetuksen ja —oppimisen pa-
rantamiseen. Aina ne eiviit kuiten-
kaan istu laskemiskeskeiseen tehti-

viipedagogiikkaan, vaan muuttavat
myds oppimista.

Yhtiiled niiden kiiyttd pakot-
taa panostamaan opiskelijan itsen-
si tekemiin tydhon, tutkivaan op-
pimiseen. Toisaalta ohjelmat ovat
oppijalle siitii kiusallisia, etti asiat
on miifiriteltivi kunnolla. Mikiisin
sinnepiin vapaalla kiidell:i huitais-
tu sfihellys eiriitéi tuloksen aikaan-
saamiseen. Kolmanneksi tuloksia
saa aikaan kiisin piirtéimisti olen-
naisesti vihemmiilli tyolli. Listiksi
huonommankin piirtijin tuotok-
set ovat niyttivii ja viivat suoria
tai sifinnollisesti kiiyridi ilman mo-
nia pyyhkimisii. Ja vielid: tekno-
logia tarjoaa mahdollisuuksia. It-
se teknologian mahdollisuuksien
tunteminenkin on tiirkei tavoite.
Miksi emme niiti kiyttiisi koulus-
sakin, kun vhii useammat joutuvat
niiti kuitenkin kohtaamaan tyo-
elimiissi B



