GeoGebra opetuskaytossa

ERKKI LUOMA-AHO , matematiikan lehtori, Cygnaeus-lukio, Jyvaskyla

Esittelen artikkelissa lyhyesti GeoGebra-ohjelmiston ja kerron kokemuksiani taman ilmaiseksi
saatavilla olevan alustavapaan ohjelman kaytosta opetustilanteissa.
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Mika on GeoGebra?

GeoGebra on opetuskiyttddn laadittu dynaamisen
geometrian ja matematiikan tietokoneohjelma. Dy-
naamisuus merkitsee siti, etti ohjelman avulla luo-
tuja piirroksia on mahdollista muokata tmm. seuraa-
villa tavoilla.

- Se on Javalla ohjelmoituna riippumaton kiiyttd-
jirjestelmiistii (Linux, OSX, Windows)

- Se on ilmainen: koulun viihifi méirirahoja ei tar-
vitse kiyttii kaupallisen ohjelmiston hankintaan

- Se on avoimen koodin ohjelma: kehitystyd jatkuu
jamm. kieliversioita on jo useita kymmenii mu-
kaan lukien suomen kieli.

Dynaamisen grafiilkan ohjelmiston tyypillinen sovel-
lus on kolmion merkillisten pisteiden tutkiminen. Kun
piirretéifin kolmio ja sille mediaanit, niin ohjelma ym-
miirtiifi objektien riippuvuussuhteet. Kun tartutaan
kolmion kiirkipisteeseen kiinni ja siirretiin siti, niin
kaikki mediaanit mukautuvat pisteen liikkeisiin. Dy-
naamisesta kuviosta voidaankin havaita selvilli tavalla
kuinka mediaanit leikkaavat aina, muuttipa kolmion
minkiilaiseksi tahansa. Thméinkal taisten elektronisten
harppi-viivain konstruktioiden lisiksi GeoGebra osaa
paljon muutakin, silli sen yvdin on terfiviin matemaat-
tinen. Se ei siikihdi toisen asteen kiiyrii, funktion
kuvaajia, derivaattoja tai integraaleja. Sen avulla on
yhtii helppo havainnollistaa ala- ja yliporrastunktiot,
erotusosamiiirin raja-arvon ja sinifunktion argumen-
tin kaksinkertaistamisen vaikutuksen kuvaajaan kuin

edelli mainitut kolmion merkilliset pisteet tai Pytha-
goraan lauseen.

Havainnollistaminen GeoGebralla

Qlen kiyttinyt GeoGebraa opetuksen apuna muuta-
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Kuva 1. Mediaanien leikkausprste.

mia vuosia. Esimerkkini painottuvat lukioon, olenhan
lukion opettaja, mutta olen kerfinnyt ideoita opetuksen
elivoittimiseksi myds peruskoulussa. Kaikki tekstissi
mainitut havainnollistukset on 1&vdettivissi GeoGeb -
raWikisti, jonka osoite 16ytyy artikkelin lopusta.

GeoGebraa ja miti tahansa muutakin havaintovii-
linetti kiyttiessid on hyvii esittiiii itselleen kysymys:
"Mith haluan viilitt#is havainnollistuksen kautta op-
pilaille”? Ellei titii kysymystii kiisittele saattaa kiiydi
niin, etti viilineesti tulee pifiasia eikii oppiminen til-
16in edisty toivotusti.

Itse opetustilanteessa kannattaa pitii mielessi, et-
ti vaikka tyoviiline on opettajalle tuttu, niin oppilaal-
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le se on luultavasti vieras. Oleellisen havaitsemiseen
saattaa oppilaalta kulua aikaa, jolloin liian nopeasti
vaihtuvat konstruktiot voivat turhauttaa oppilasta.
Oma kokemukseni onkin, ettii oppimisen kannalta
parhaan tulokseen saavuttaa, kun valitsee harkiten
yhden hyviin havainnollistuksen ja kietoo opetusko-
konaisuuden timin ympirille.

Toinen oleellinen opetustilanteessa mielessi pi-
dettiivii seikka on, etti oppilas ei voi itse vaikuttaa
nikemifinsi. Hiiri on opettajan kiidessii. Liian nopea
eteneminen ilman selventiiviii puhetta voi tipaut-
taa oppilaat kirryltid. Siksi on tiirkedd varata aikaa
keskustelulle ja esittiiii tarkentavia kysymyksiii op-
pilaille, jolloin he joutuvat pohtimaan nikemiiin-
sii. N#imi perusasiat mielessi havainnollistaminen
GeoGebralla on antoisaa sekii opettajalle etti op-
pilaille!

Esimerkkeja lukiosta

Lukion matematiikan aloittavilla kursseilla oppilas
kohtaa monta uutta asiaa. TiHsti syystii varaan Geo-
Gebran kiytdn ensimmiiisillii kursseilla vain siihen,
etti havainnollistan kuinka polynomifunktion kor-
keimman termin asteluku miirii kuvaajan muodon
ja kuinka toisen asteen polynomifunktion kuvaaja ja
funktion nollakohdat liittyvit toisiinsa.

(GGeomerrian kurssit ovat pidiosin laskennallisia.
Kolmion merkillisten pisteiden havainnollistamisen
lisiiksi en, ehki hieman yllittien, GeoGebraa taso-
geometrian apuna juuri kiiyti

Analyyiiinen geomeiria on Geogebran ominta
aluetta. Kiiytin GeoGebraa mm. havainnollista-
maan vhtilén v = kx + b parametrien k ja b vai-
kutusta suoran kuvaajaan sekii ympyrin vhtilon
(x—a)* + (y—b)* = r? parametrien a, b ja r vai-
kutusta ympyrin kuvaajaan. Koska GeoGebra on
ennen kaikkea matemaattinen ohjelma, niin mm.
ympyrin vhtilon voi sydttii sille eri muodoissa ja
ohjelma osaa kirjoittaa vhtilot keskipistemuotoon.
Kiytinkin GeoGebraa aivan tavallisella tunnilla
apuna nelicksi tiydentimisen tarkistuksiin, Lihin-
nii tietenkin itsefini varten. Piirrin ohjelmalla myos
jonkin verran tehtivien mallikuvioita.

Vekiorilaskennan perusmitiiritelmien havainnollistuk-
set — vektorien summa ja vektorin kertominen luvul-
la — onnistuvat GeoGebralla kiiteviisti ja méifiritelmien
keskeinen idea vilittyy hyvin dynaamisen kuvion kaut-
ta. Kuitenkaan ei pidi unohtaa hyviii vihkomuistiin-
panoja ja kisitteen symbolista méiirittelyii. Sanallinen
kuvailu, dynaaminen kuvio ja symbolinen miifiritelmi
ovat kaikki kiisitteen oppimisen kannalta tirkeiti.
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Integraalin arvo yla- ja alasummien avulla.

Yidsumma: 9.4
Alaswmma: B61
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|megraalin asve: .98

Kuva 2. Riemanmin summat.

Kehdpisteen y-koordinaatti = sin « = 0.65

Kehapisteen x-koordinaatti = cos & = 0.76

Kuwva 3. Sinin mddrittely yhsthkoympryréssé.

Jatkuvruiden ja raja-arvon havainnollistaminen on-
nistuu GeoGebralla myés, silli GeoGebra ymmiirtsii
kaikkien tavallisten alkeisfunktioiden lisiiksi my®s pa-
loittain miidritellyt funktiot. Erotusosamiidirin raja-
arvon eli sekantista tangentiksi —havainnollistukseen
GeoGebra sopii myds erinomaisesti.

Iniegraalilaskennan kurssin upeinta sisiiltdd on kiiy-
rin ja x-akselin rajoittaman alueen pinta-alan las-
keminen. Riemann-integraaliin oleellisesti kuulu-
vien ala- ja yvliporrasfunktioiden yhteytti miidiriit-
tyyn integraaliin voi havainnollistaa GeoGebralla.
Pitiivien perustelujen esittiiminen on tietenkin lukio-



tasolla vaikeaa, mutta keskeisen idean voi tavoittaa
havainnollistuksen kautta.

Trigonometrisien funkiioiden tutkiminen soveltuu
analyyttisen geometrian ohella GeoGebralta parhai-
ten. Sinin, kosinin ja tangentin méidiritelmii seki pa-
rametrien a ja k vaikutusta trigonometrisen funkti-
on [(x) = asin(kx) kuvaajaan kannattaa tarkastella
GeoGebran avulla. Varsinkin fysiikkaa opiskelleet
osaavat yhdistiisi kertoimen a amplitudiin ja mm. k-
site jakson pituus on havaintojeni perusteella syven-
tynyt dynaamisen kuvion muutoksia ihmetellessii.

Esimerkkeja peruskoulusta

Peruskoulun oppimiitiriissi peilaus, siirto ja kierto ta-
sossa soveltuvat dynaamisen geometrian ohjelmiston
avulla esitettiviiksi, kuten yhdenmuotoisuuden ha-
vainnointi ja erilaisten tasokuvioiden pinta-alojen
laskukaavat. Esimerkiksi puolisuunnikkaan pinta-alan
perustelu kahtena suunnikkaana, suunnikkaan pinta-
ala suorakulmiona ja kolmion pinta-ala suunnikkaan
puolikkaana ovat havainnollisia dynaamisina kuvioi-
na. Myés suorakulmaisen siirmién tilavuuden reaali-
aikaisten muutosten seuraaminen sfirmien pituuksien
muuttuessa voi avata oppilaan ajatusmaailmaa tila-
vuuden kisitteesti.

Kahden suoran leikatessa toisiaan syntyy monen-
laista ihmeteltiviidi, kuten ristikkiiiset kulmat ja vie-
ruskulmat. Kolmen suoran tilanteessa saadaan lisiksi
samankohtaisia kulmia. Niihin kaikkiin tilanteisiin
tutustuminen luonnistuu mainiosti GeoGebralla.

Pythagoraan lauseen varsinainen todistaminen ei
taida onnistua, mutta havaintoon pohjautuva pe-
rustelu sopii hyvin myds peruskouluun. Pythagoraan
lauseelle lienee olemassa yli 100 erilaista todistus-
ta ja digitaalisia GeoGebra-versioitakin on useita.
Jokin niistii saattaa soveltua oppitunneilla tutkitta-
vaksikin.

GeoGebra oppilaiden kasissa

Qlen saanut etuoikeuden olla yhdessii kollegani kans-
sa muutamia kertoja opettajana kurssilla nimelti Tie-
tokoneavusteinen matematiikka. Sisiltoind kurssilla
on eri ohjelmistojen, mm. juuri GeoGebran, kiyttd
matematiikan tuottamiseen. Kokemukset kurssin pe-
rusteella ovat erittéiin positiiviset. Lyhyen harjoitte-
lun jiilkeen — tasoerojen ollessa luonnollisesti melko
suuret — oppilaat pystyviit itsendiiseen tydskentelyyn.
Erikoiskurssit ovatkin tirkeiti, silli ne mahdollistavat
oppilaiden oman tekemisen. Tavanomaisten kurssien
oppitunneilla olen kiyttiinyt GeoGebraa vain opetta-
jajohtoiseen havainnollistukseen.

Valmistautuminen havainnollistukseen

1. Mieti etukiteen mitid haluat
vilittiid havainnollistuksen kautta.

2. Valmista muutama kiisitteeseen liittyvi
kysymys esitettiiviksi joko johdantona ha-
vainnollistukselle, havainnollistuksen

aikana tai jilkikiiteen pohdittavaksi.

3. Varmista, etti AV-viilineistd ja ohjelma
toimivat opetustilassa. Harjoittele havain-
nollistuksen kiynnistiiminen ja esittiimi-
nen etukiiteen. Jos kiiynnistymisaika on

pitki, kiiynnisti GeoGebra jo ennalta.

4. Varaudu siihen, etti tietokone ei
kiiynnistykiidin tai kaatuu tai jostain
muusta ennalta arvaamattomasta
syystii et voikaan kiiyttii tietokonetta.

Miten tasta eteenpain?

Heriisik& kiinnostus tutustua tarkemmin GeoGeb-
raan’ Hienoa! Ensiksi tarvitset ohjelman. Geo-
Gebran voit kiiynnistii joko suoraan verkosta tai
asentaa perinteiseen tapaan koneellesi, seuraa si-
vulta http://www.geogebra.org/ 1&ytyvii ohjeita.
Toimiakseen GeoGebra tarvitse koneelle asennettuna
Javan. Etsi tiihfinkin ohjeet verkosta. Kun ohjelma on
kiiynnissi niin seuraava askel on opetella kiiyttimiin
siti. Englannin kielti taitaville verkosta lovtyy paljon
hyviii ohjeita ja vinkkeji, mutta nykyisin jonkin verran
suomeksikin. Aivan aluksi omat taidot eiviit tieten-
kiisin riitd kovin pitkille, jolloin helpointa on turvau-
tua valmiiseen materiaaliin. Wikipedian yhteisollisell:i
periaatteella toimiva GeoGebraWiki (http:/www.geo-
gebra.org/en/wiki/index.php/Finnish) tarjoaa paikan,
josta voit etsifi valmista suomenkielisti materiaalia.
Kaikki sielti 1oytyviit havainnollistukset ovat vapaas-
ti jokaisen kiytettiivissi. Ei-kaupallisena ohjelmana
GeoGebra on itsessiifin vain tydskentelyalusta, johon
opettajien on itse tuotettava sisiltd. Titd artikkelia
silmilli pitien olenkin lisinnyt GeoGebraWikiin esi-
merkit kaikista mainitsemistani havainnollistuksista.
GeoGebraWiki on siten hyvi paikka aloittaa tutustu-
minen GeoGebran mahdollisuuksiin,
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